
Êóðñ ïðèêëàäíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêè.

Àíäðåé Õîõëîâ

1 Öåëü êóðñà

Íà ìîé âçãëÿä, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà âûçûâàåò òðóäíîñòè ïðè èçó÷åíèè ïðåæäå âñåãî íåñîîòâåòñòâèåì

î÷åíü ìàòåìàòèçèðîâàííîãî ÿçûêà òåîðèè è íåîáõîäèìîñòüþ çíàíèÿ ìíîãèõ ïîëóýâðèñòè÷åñêèõ ïðèåìîâ îáðà-

áîòêè äàííûõ. Ïîýòîìó öåëü êóðñà ÿ áû ñ�îðìóëèðîâàë òàê: ñáàëàíñèðîâàííî

• ñîîáùèòü áàçèñíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñ îáúÿñíåíèåì èõ âîçíèêíîâåíèÿ;

• ñîîáùèòü ñâåäåíèÿ î ÿçûêå òåîðèè, êîòîðûé â öåëîì î÷åíü íåïðîñò è äîñòàòî÷íî �îðìàëåí;

• èçó÷èòü õîòÿ áû íåêîòîðûå ìåòîäû ïðàêòè÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ äîñòóïíûìè íà ñåãîäíÿ òåõíè÷åñêèìè

ñðåäñòâàìè.

Ñîáðàííûé â êóðñå ñïèñîê ñâåäåíèé, íà ìîé âçãëÿä, ïîìîãàåò ïðî÷åñòü èñïîëüçóþùóþ ñòàòèñòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

ïóáëèêàöèþ, íàïèñàòü êîíêðåòíûå ïðîãðàììû îáðàáîòêè äàííûõ è äåëàòü ìåíüøå îøèáîê ïðè èñïîëüçîâàíèè

òåðìèíîëîãèè. �àçóìååòñÿ, êóðñ íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è îòáîð ìàòåðèàëà äåëàëñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ òîãî,

÷òîáû ñ äîñòèãíóòûõ ïîçèöèé ó÷àùåìóñÿ ìîæíî áûëî áû ïðîäâèãàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, íå ïóòàÿñü â òåðìèíàõ,

ìåòîäàõ è ïîíÿòèÿõ. Íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ïî òåìàì (îíè îáû÷íî ïðèâåäåíû â íà÷àëå ñïèñêà)ñêîðåå

îòâå÷àþò íàçâàíèþ "ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà": ýòî äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèå (äëÿ òîãî, êòî ñ íèìè ñòàëêèâàåòñÿ âïåð-

âûå) äåéñòâèÿ, êîòîðûå íàäî ðåàëèçîâàòü äîñòóïíûìè ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè, íàïðèìåð, íà MATLAB. Îíè

äîëæíû áûòü ðàçîáðàíû âìåñòå ñ ïðåïîäàâàòåëåì íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ è íå ïðåäïîëàãàþò ñàìîñòîÿòåëü-

íîãî ðåøåíèÿ ñòóäåíòîì. Â öåëîì, ñïèñîê çàäà÷ ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû ñòèìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðî÷òåíèå

ìàòåðèàëà èç ðåêîìåíäóåìûõ êíèã.

2 Ïðàêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ âûáîðêàìè è âåðîÿòíîñòíûå îïèñàíèÿ.

Äàííûå îá èçìåðåíèÿõ è ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Îäíîìåðíûå è ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòà-

òèñòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè.

2.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

�íåäåíêî "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé"

Òóòóáàëèí "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ"

2.2 Çàäà÷è ê òåìå.

1. Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íàïðàâëåíèé â çàäàííûé òåëåñíûé óãîë. Ñëó÷àé-

íûå íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò è òðåõìåðíûì ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì îáùåãî

âèäà.

2. Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a, b] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α àíàëèòè÷åñêè íàéòè �îðìóëû

ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí |α|, α2
,

√

|α|.

3. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α íàéòè ðàñïðåäåëåíèå − log5 α.

4. Â îáëàñòè G (íàïðèìåð, G = {|x|+ |y| < 1}) çàäàíà äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(α,β)(x, y) =

{

const x, y ∈ G

0 x, y 6∈ G
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• Íàéòè ïëîòíîñòè fα(x) fβ(y) ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâîé α è âòîðîé β êîîðäèíàò âåêòîðà.

• Çàâèñèìû ëè α è β?

5. Íàéòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = α2+β, ãäå α è β îïðåäåëåíû

â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé C · eb|x−a|
ãäå ïàðàìåòðû C, b èç-

âåñòíû. Íàéòè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû a ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

7. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî �àóññà

P
{

|γ − a| > ε
√

E(|γ − a|2)
}

6
4

9ε2

8. Óñòàíîâèòü èç ñåðèè ñëåäóþùèõ çàäà÷ ÷òî íåðàâåíñòâî �àóññà ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

ïëîòíîñòü êîòîðîé ìàêñèìàëüíà â a è óáûâàåò ñ ðîñòîì |x− a|.

• Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ∆x ×∆y, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â êðèâîëèíåéíûé
òðåóãîëüíèê 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x2

.

• Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < u < N è âñþäó íåâîçðàñòàþùåé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè íåîòðèöà-

òåëüíîé �óíêöèè f(x) âûïîëíåíî
∫ N

0
x2f(x)dx > 9

4u
2
∫ N

u
f(x)dx. (Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðåòü ïðèáëèæå-

íèÿ �óíêöèè f(x) êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè)

• Åñëè íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò, òî äëÿ 0 < u âûïîëíåíî

∫∞

0
x2f(x)dx > 9u2

4

∫∞

u
f(x)dx.

Äîêàçàòü.

• Ïîëîæèì d2 = E(|γ − a|2) è çàïèøåì P {|γ − a| > εd} ÷åðåç ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû γ. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî �àóññà.

3 Îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè è ïðèíöèïû.

Ñâåðòêè, êîððåëÿöèè, êîïóëû. Ìîìåíòû, ñåìèèíâàðèàíòû, ïðîèçâîäÿùèå è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè. Â

êàêîì ñìûñëå ìîæíî âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå ïî åãî õàðàêòåðèñòèêàì? Òÿæåëûå õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé.

Íåñóùåñòâîâàíèå ìîìåíòîâ, õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè. ×òî îçíà÷àþò ðàâåíñòâà è

ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí? Ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë è ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ÖÏÒ â ïðèëî-

æåíèÿõ. Ïàðàäîêñàëüíûå âàðèàíòû ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê: ïàðàäîêñ Áàéåñà, ïàðàäîêñ îöåíîê ìàò.îæèäàíèÿ,

ïàðàäîêñ îöåíîê äèñïåðñèè.

3.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Øèðÿåâ "Âåðîÿòíîñòü".

Òóòóáàëèí "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ"

Roger, Nelsen "An introdu
tion to 
opulas".

Ñåêåé "Ïàðàäîêñû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàò.ñòàòèñòèêå".

Press, Teukolsky, et al "Numeri
al Re
epies"

3.2 Çàäà÷è ê òåìå.

1. Ïî çàäàííîé âûáîðêå (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáúåìà) çíà÷åíèé îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû γ âûÿñíèòü
àðãóìåíòû â ïîëüçó ãèïîòåçû ñóùåñòâîâàíèÿ èëè íåñóùåñòâîâàíèÿ ìîìåíòà mk(γ) ñòåïåíè k.

2. Ïðîâåðèòü äëÿ çàäàííîé âûáîðêè îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ãèïîòåçó î �îðìå ðàñïðåäåëåíèÿ ìå-

òîäîì Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà è ìåòîäîì Àäåëüñîíà-Äàðëèíãà.

3. Ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü äëÿ êîïóëû Cα(x, y) = xy [1 + α(1 − x)(1 − y)], −1 ≤ α ≤ 1,
α 6= 0.
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4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (−1, 1) è Y = |X |. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìåæäó X è Y èìååòñÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü. Âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ρ(X,Y ) è óñòàíîâèòü
êîððåëèðîâàíû ëè ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

5. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ ïîïàðíûå íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò âîâñå íå ãàðàíòè-

ðóþò íåçàâèñèìîñòü ïî òðîéêàì. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

6. Ïðàêòè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè �îðìóë. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðàçíûõ êàðàíäàøà, ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà

îïðåäåëåíèÿ èõ äëèí. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîìåðÿåì êàæäûé êàðàíäàø ïî îòäåëüíîñòè. Âî âòîðîì - íåïîñðåä-

ñòâåííî èçìåðèì (â ýòîì ñëó÷àå ïðèêëàäûâàÿ êàðàíäàøè îäèí ê äðóãîìó) ñóììàðíóþ äëèíó è ðàçíîñòü

äëèí è âûðàçèì äëèíû èç ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñ÷èòàÿ òî÷íîñòü âñåõ èçìåðåíèé îäèíàêîâîé ñðàâíèòü ïîëó-

÷èâøèåñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îøèáêè. Ïðè êàêîì ñïîñîáå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà áóäåò ìåíüøå?

4 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå è ñâÿçàííûå ñ íèì çàäà÷è

Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè, ïåðâûå äîñòèæåíèÿ, âðåìÿ äî ðàçîðåíèÿ � â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. �àð-

ìîíè÷åñêèå �óíêöèè è ïîòåíöèàëû. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåõîä

ê ïðåäåëó (äè��óçèÿ). Ìàðêîâñêèå öåïè. Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îñíîâíûå ïðèìåðû: âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ, ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ãàóññîâñêèå ïðîöåñ-

ñû: ìîäåëè äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê. Ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ íà ïðÿìîé è â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òåîðåìû î ñóïåðïîçèöèè è òåîðåìà îá îòîáðàæåíèè. Îá-

ðàòíàÿ è ïðÿìàÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà. Ïàðàäîêñû íåîáðàòèìîñòè ìàðêîâñêèõ

ïðîöåññîâ.

4.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ"òîì 1, 2

Äûíêèí, Þøêåâè÷ "Òåîðåìû è çàäà÷è î ïðîöåññàõ Ìàðêîâà"

Êèíãìàí "Ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû"

4.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Ïî çàäàííîìó âðåìåííîìó ðÿäó ïðîâåñòè îöåíèâàíèå åãî êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè.

2. Ïî çàäàííîìó àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îöåíèòü ïîêàçàòåëü �åëüäåðà è

ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð â ïðîöåññå. Ñðàâíèòü ñ îöåíêàìè âäîëü òðàåêòîðèé.

3. Ïî êîâàðèàöèè è ñðåäíåìó íà îñíîâå ãåíåðàòîðà ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîñòðîèòü

ðåàëèçàöèè (â äèñêðåòíîì âðåìåíè) ãàóññîâà ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

4. �àññìîòðèì äèñêðåòíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, íà÷èíàþùååñÿ èç òî÷êè x, è îáîçíà÷èì ïåðåõîäíóþ �óíê-

öèþ áëóæäàíèÿ ÷åðåç p(n, x, y) (òî åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà n-ì øàãå ìû ïîïàäàåì â òî÷êó y: x(n) = y).
Òîãäà ñóììà

g(x, y) =
∞
∑

n=0

p(n, x, y)

(òî åñòü äèñêðåòíûé ïîòåíöèàë) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïîïàäàíèé â òî÷êó

y. Äîêàçàòü.

5. Ïðè ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî äâóìåðíîé ðåøåòêå g(x, x) = ∞. Äîêàçàòü.

6. Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî äâóìåðíîé ðåøåòêå îáîçíà÷èì r(x) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âû-
øåäøàÿ èç òî÷êè x ÷àñòèöà êîãäà-ëèáî âåðíåòñÿ â x. Ïîêàçàòü, ÷òî

g(x, x) =

∞
∑

n=0

rn(x)
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5 ßçûê òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

Ïðåäìåò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íåêîòîðûå çàäà÷è. Ïðåäåë èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé. Ïîñòðîåíèå ñåìåé-

ñòâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñ çàäàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïðîöåññû ÷àñòíûõ ñóìì, ïðîöåññû âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ, ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà. Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ êàê

ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ è êàê îäíî èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

�óíêöèè. Ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè. Ñîãëàñîâàííîñòü ïðîåêöèé ìåðû. Ýêâèâàëåíòíûå ñëó÷àé-

íûå �óíêöèè. Ñòàöèîíàðíûå â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññû è èõ êîâàðèàöèîííûå �óíêöèè.

5.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå

Áóëèíñêèé, Øèðÿåâ "Ëåêöèè ïî òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ".

Karatzas, Shreve "Brownian Motion and Sto
hasti
 Cal
ulus"

Áóëèíñêèé, Øèðÿåâ "Ëåêöèè ïî òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ".

5.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ([0, 1],B([0, 1]), P ) ãäå P � ìåðà Ëåáåãà, íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî

{ξt, t ∈ R} íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷òîáû P (ξk = 1) = P (ξk = 0) = 1/2 ïðè êàæäîì t.

2. �àññìîòðèì íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk, k ∈ N} è {ηk, k ∈ N}. Ïðè ýòîì âñå âåëè÷èíû âíóòðè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå {ξk, ηk, k ∈ N} íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

êîíñòàíò c, y0 îïðåäåëèì ïðîöåññû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â R̄ = R
⋃

{∞}

Xt(ω) = sup







n :
∑

j6n

ξj(ω) 6 t







, X0(ω) = 0, t > 0

Yt(ω) = y0 + ct−

Xt(ω)
∑

j=1

ηj(ω), t > 0

Ïðîöåññû Yt èñïîëüçóþòñÿ â ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, â êîòîðîé y0� íà÷àëüíûé êàïèòàë

êîìïàíèè, c � ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ âçíîñîâ, ηj � ðàçìåð âûïëàòû â ñëó÷àéíûé ìîìåíò τj =
∑j

i=1 ξ, j ∈ N,

Yt èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò t. Íàðèñîâàòü âèä òèïè÷íîé òðàåêòîðèè ïðîöåññà Yt.

3. Ïóñòü {ξk, k ∈ N} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé- ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èí, çàäàííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) . Ââåäåì ýìïèðè÷åñêèå ìåðû

Pn(B,ω) =
1

n

n
∑

j=1

1B (ξj(ω)) , B ∈ B, n ∈ N

ãäå, êàê îáû÷íî, 1B èíäèêàòîð ìíîæåñòâà B,

1B(x) =

{

1, x ∈ B

0, x /∈ B

Ïîëîæèì F ∗
n(x, ω) = Pn ((−∞, x], ω), x ∈ R ýòîò ïðîöåññ ïðèíÿòî íàçûâàòü ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Ïîñòðîéòå ãðà�èê òðàåêòîðèè ïðîöåññà F ∗
n(x, ω), â ÷åì áóäåò îòëè÷èå ñëó÷àÿ, êîãäà ξj ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíû íà [0, 1] îò ñëó÷àÿ, êîãäà ξj � áåðíóëëèåâñêèå âåëè÷èíû ñ P (ξk = 1) = 1 − q, P (ξk = 0) = q
(çäåñü q > 0� ïàðàìåòð)?

6 Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë

Îðòîãîíàëüíûå ñëó÷àéíûå ìåðû è èõ ïîñòðîåíèå. Èíòåãðàë ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå, åãî ñâîéñòâà.

Òåîðåìà Êàðóíåíà-Õèí÷èíà î �àêòîðèçàöèè êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè è ïðåäñòàâëåíèè ïðîöåññà â âèäå èí-

òåãðàëà ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå. Èíòåãðàë äëÿ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó. Èí-

òåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à. Êîíñòðóêöèÿ Èòî ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ íåóïðåæäàþùèõ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé.
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Ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ Èòî. Ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà. Óðàâíåíèå Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà (îäíîìåðíîå)

êàê ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà.

6.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå

Karatzas, Shreve "Brownian Motion and Sto
hasti
 Cal
ulus"

Áóëèíñêèé, Øèðÿåâ "Ëåêöèè ïî òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ".

Risken H. "The Fokker-Plan
k equation. methods of solution and appli
ations"

Johnson, Lapidus "The Feynman Integral and Feynman Operational Cal
ulus"

6.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Ñëåäóÿ ãëàâå 3.6 "Solutions of the Langevin Equation by Computer Simulation"èç êíèãè Risken H. "The

Fokker-Plan
k equation. methods of solution and appli
ations"âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàí-

æåâåíà.

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî âèíåðîâñêîé ìåðå m íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé x(t) ∈ CA,B
0 ( ò.å. ïóòåé x(t) íà îòðåçêå

A,B, âûõîäÿùèõ èç 0) îò �óíêöèè F : CA,B
0 → R çàäàííîé �îðìóëîé

F (x) = ‖x‖2 =

∫ B

A

x
2(t)dt

(óêàçàíèå: ñì. �ëàâó 3 â êíèãå Johnson, Lapidus "The Feynman Integral and Feynman Operational Cal
ulus").

3. Äëÿ A < t1 < t2 < t3 6 B âû÷èñëèòü ÿâíî èíòåãðàë ( ïî âèíåðîâñêîé ìåðå m íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå

ïóòåé)

∫

C
A,B
0

x(t1)x(t2)x(t3)dm

4. Âû÷èñëèòü ( ïî âèíåðîâñêîé ìåðå m íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå ïóòåé) èíòåãðàë îò �óíêöèè F : CA,B
0 → R

çàäàííîé �îðìóëîé

F (x) =

(

∫ B

A

x(t)dt

)2
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