
Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìàãèñòðàíòîâ.

Àíäðåé Õîõëîâ

1 Öåëü êóðñà

Èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ââîäíûõ êóðñîâ Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé è íèêàê íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îíè êîïèðóþò

äðóã äðóãà, õîòÿ íàáîð òåì ïðàêòè÷åñêè íåèçìåíåí. Îáû÷íî ïðåäñòàâëåíû ñþæåòû ýëåìåíòàðíîé (êîíå÷íîé) òåî-

ðèè ñ (êàê áû) âçÿòûìè èç ðåàëüíîñòè èíòåðïðåòàöèÿìè åå ïðèìåíåíèé, ïðåäåëüíûå ñëó÷àè íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ

ðàñïðåäåëåíèé, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå êîíñòðóêöèè àëãåáð ïîäìíîæåñòâ è òåîðèÿ ìåðû, òåîðèÿ èíòåãðàëà

Ëåáåãà íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, ðàçáîð îñíîâíûõ ïðèìåðîâ ñõîäèìîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòè îò âêóñîâ àâòîðà óïîð äåëàåòñÿ ëèáî íà èíòåðïðåòàöèÿõ (è òàêèì îáðàçîì êóðñ

ïðèîáðåòàåò êàê áû ïðèêëàäíîé õàðàêòåð � ñì. íàïðèìåð èçâåñòíûé êóðñ äëÿ ñëóøàòåëåé Àêàäåìèè èì. Æó-

êîâñêîãî Å.Ñ.Âåíòöåëü "Òåîðèÿ Âåðîÿòíîñòåé"), ëèáî íà ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ î ïðîñòðàíñòâàõ

ñ ìåðîé (íàïðèìåð, À.À.Áîðîâêîâ "Òåîðèÿ Âåðîÿòíîñòåé"). Îæèäàåòñÿ, ÷òî ìàãèñòðàíòû-ñëóøàòåëè êóðñà èìå-

þò íåêîòîðûå �ðàãìåíòàðíûå ïîçíàíèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âî âñÿêîì ñëó÷àå âëàäåþò ñëîâàðåì ïðîñòåéøèõ

ïîíÿòèé, çíàêîìû ñ ïðîñòåéøèìè �îðìóëàìè. Ïîýòîìó êóðñ èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàí íå íà ïåðâîå çíàêîìñòâî

ñ ïðåäìåòîì, à íà îñìûñëåíèå âàæíûõ ñþæåòîâ ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èìåþùèéñÿ

è â öåëîì îáùåäîñòóïíûé êîðïóñ òåêñòîâ, ÿ ðåøèë â öåëîì íå îòõîäèòü îò òðàäèöèîííîãî íàáîðà òåì, ñòàðàÿñü

ïî âîçìîæíîñòè âûäåëèòü ñëåäóþùèå ñþæåòû.

• Ïîñòðîåíèÿ â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè, èñïîëüçóþùèå ñèììåòðèè è íåðàçëè÷èìîñòü

• �îëü áóëåâñêîé àëãåáðû ñîáûòèé â ïîñòðîåíèè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè è ñðàâíåíèå ñ êîíñòðóêöèÿìè, èñ-

ïîëüçóþùèìèñÿ â êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ( âîîáùå � ïîÿñíèòü âåðîÿòíîñòíóþ òåðìèíîëîãèþ â åå êâàíòîâûõ

èíòåðïðåòàöèÿõ).

• Ïðîáëåìû ïåðåõîäà îò êîíå÷íûõ (êîìáèíàòîðíûõ) âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ ê áåñêîíå÷íûì, ïîÿâëåíèå

íåîæèäàííûõ ïðèìåðîâ è èíòåðïðåòàöèé íà ýòîì ïóòè

• Ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (çàèìñòâóÿ ïðèìåðû èç êóðñà Ôåëëåðà è Øèðÿåâà)

• �àçíîîáðàçíûå òèïû ñõîäèìîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñâÿçü ñ áåçãðàíè÷íî-äåëèìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

• Ñëîâàðü ïîíÿòèé, îáëåã÷àþùèé ÷òåíèå èíûõ êóðñîâ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â ÷àñòíîñòè óäåëèòü âíèìàíèå

ìàðòèíãàëàì.

Â öåëîì, ñïèñîê çàäà÷ ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû ñòèìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðî÷òåíèå ìàòåðèàëà èç ðåêîìåí-

äóåìûõ êíèã.

2 Êîíå÷íûå âåðîÿòíîñòíûå îïèñàíèÿ. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ âåðîÿò-

íîñòåé è êîìáèíàòîðèêà.

�àçíûå ïîäõîäû ê ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè � ÷àñòîòíûé, áàéåñîâñêèé èõ îòëè÷èÿ. Ïàðàäîêñû. Êîíå÷íûå ìîäåëè

èñõîäîâ è ñîáûòèé, êëàññè÷åñêèé è íåêëàññè÷åñêèé ñëó÷àé ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïàðàäîêñ äå

Ìåðå è ó÷åò ñèììåòðèé, ñâÿçàííûå ñ ñèììåòðèÿìè êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

2.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ òîì 1.
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2.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Âûâåñòè ÿâíóþ �îðìóëó F (N,M) äëÿ ÷èñëà ðàñêëàäîê N ðàçëè÷èìûõ øàðîâ â M ðàçëè÷èìûõ ÿùèêîâ

(Ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà)

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàñêëàäîê N ðàçëè÷èìûõ øàðîâ â M ðàçëè÷èìûõ ÿùèêîâ òàê, ÷òîáû â ÿùèêå ñ

íîìåðîì 1 îêàçàëîñü áû ðîâíî k øàðîâ?

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàñêëàäîê N ðàçëè÷èìûõ øàðîâ â M ðàçëè÷èìûõ ÿùèêîâ, ÷òîáû ÷èñëàì øàðîâ â

ÿùèêàõ îòâå÷àëà áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k1, . . . kM} øàðîâ?

4. Âûâåñòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ÷èñëà ðàñêëàäîê N íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ â M ðàçëè÷èìûõ ÿùèêîâ (Ñòàòè-

ñòèêà Áîçå-Ýéíøòåéíà)

5. Âûâåñòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ÷èñëà ñïåöèàëüíûõ (÷òîáû â êàæäîì ÿùèêå áûëî íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû)

ðàñêëàäîê N íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ â N 6 M ðàçëè÷èìûõ ÿùèêîâ (Ñòàòèñòèêà Ôåðìè-Äèðàêà)

3 Äèñêðåòíûå ñèñòåìû è èõ êâàíòîâûé àíàëîã

Èçìåðåíèÿ è âåðîÿòíîñòü. Ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé äëÿ îïèñàíèÿ èçìåðåíèÿ, íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé. N-óðîâíåâûå

ñèñòåìû è âåðîÿòíîñòè, ÷èñòûå è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ. Áóëåâà àëãåáðà ñîáûòèé è åå êâàíòîâûé àíàëîã. Áèò è

êóáèò. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè. Î ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíêàõ íåèçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé,

êîíöåïöèÿ Ìèçåñà ïîâòîðåíèÿ èñïûòàíèé è åå �îðìàëèçàöèÿ.�åíåðàöèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

3.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ òîì 1.

�íåäåíêî "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé".

Õîëåâî "Âåðîÿòíîñòíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè".

3.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Óêàçàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áðîñàíèé ìîíåòû âïëîòü äî âûïàäåíèÿ îðëà â m-é ðàç (çòî

òàê íàçûâàåìîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå).

2. Ñðåäè n øàðîâ, èìåþòñÿ n1 êðàñíûõ è n2 = n−n1 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç ýòîé ñîâî- ñîâîêóïíîñòè âûáèðàåòñÿ

ãðóïïà â r øàðîâ (áåç âîçâðàùåíèÿ è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà øàðîâ âíóòðè ãðóïïû). Íàéòè âåðîÿòíîñòü qk òîãî,
÷òî ãðóïïà, âûáðàííàÿ òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæèò ðîâíî k êðàñíûõ øàðîâ. Çäåñü k < n1 ÿâëÿåòñÿ öåëûì

íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ìåíüøèì r Ñèñòåìà âåðîÿòíîñòåé qk. îïðåäåëåííûõ òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì).

3. Ïóñòü â ñòàòèñòèêå Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà îáà ïàðàìåòðà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî èõ îòíîøåíèå

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì λ. Óêàçàòü ïðåäåë äëÿ âåðîÿòíîñòè pk òîãî, ÷òî â äàííîì ÿùèêå ðîâíî k øàðîâ

(ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà).

4. Ïóñòü â ñòàòèñòèêå Áîçå-Ýéíøòåéíà îáà ïàðàìåòðà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî èõ îòíîøåíèå

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì λ. Óêàçàòü ïðåäåë äëÿ âåðîÿòíîñòè pk òîãî, ÷òî â äàííîì ÿùèêå ðîâíî k øàðîâ.

5. �åîìåòðèÿ Ýðìèòîâûõ íàþëþäàåìûõ. �àññìîòðèì ýðìèòîâî äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî C2
. Îäíîìåðíûå

êîìïëåêñíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ C íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, à ýðìèòîâ îïåðàòîð A : C2 → C2
( ñ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè e1,e2 è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, λ2 íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé, îáîçíà÷èì

îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñîáñòâåííîå íàïðàâëåíèå ÷åðåç Pei
, i = 1, 2.

• Ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà ÷èñåë pi = (v, Pei
(v)/(v,v) i = 1, 2 çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, çàâè-

ñÿùåå îò ñîñòîÿíèÿ L, ïîðîæäàåìîãî âåêòîðîì v. Ýòè âåðîÿòíîñòè íàçûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè äëÿ

íàáëþäàåìîé A â ñîñòîÿíèè L ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ λi.

• pi = Tr(Pei
Pv), îáúÿñíèòü.
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• Îáîçíà÷èì 〈A〉
L
= Tr(APv). Ïî÷åìó ýòî íàçûâàþò ñðåäíèì çíà÷åíèåì â ñîñòîÿíèè L ÷åìó ñ òî÷êè

çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóåò ýòà âåëè÷èíà? Ïðîâåðèòü, ÷òî 〈A〉
L
= (v, Av)/(v,v)

• Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å âåëè÷èíó

〈

A2
〉

L
− 〈A〉

2

L
ñëåäóåò íàçûâàòü äèñïåðñèåé íàáëþäàåìîé A â

ñîñòîÿíèè L, ïðîâåðèòü ýòî.

• Íàéòè âñå ñîñòîÿíèÿ â êîòîðûõ íàáëþäàåìàÿ A =

(

1 0
0 −1

)

èìååò ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ

äèñïåðñèè. Íàéòè çíà÷åíèÿ ýòèõ ýêñòðåìàëüíûõ äèñïåðñèé.

4 Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè.

Ïðèìåðû. Íåçàâèñèìîñòü ïîïàðíàÿ è íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè. Ñâÿçü ñ ïîíÿòèåì �óíêöèîíàëüíîé çàâè-

ñèìîñòè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðàêòè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè: ïîíÿòèå àíñàìáëÿ (ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè).

�åíåðàöèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ìîäåëè íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è â êâàíòîâîé ñòàòè-

ñòèêå: çàöåïëåííûå ñîñòîÿíèÿ (êâàíòîâàÿ ñïóòàííîñòü ìåð).

4.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ"òîì 1

Õîëåâî "Âåðîÿòíîñòíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè".

Ì.Êàö "Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àíàëèçå è òåîðèè ÷èñåë"

Ñåêåé "Ïàðàäîêñû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàò.ñòàòèñòèêå".

Press, Teukolsky, et al "Numerial Reepies"

4.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Óêàçàòü, ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíûõ çàâèñèìîñòåé òðåõ ñîáûòèé èõ çàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè? Íàîáîðîò,

óêàçàòü ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíîé íåçàâèñìîñòè íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè?

2. Âåðíà ëè �îðìóëà P (B|A) + P (B|Ā) = 1?

3. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A1, . . . An äîêàçàòü P (
⋃n

i=1
Ai) = 1−

∏n

i=1
P (Āi).

5 �åîìåòðè÷åñêèå è âåðîÿòíîñòíûå îïèñàíèÿ â áåñêîíå÷íîì ñëó÷àå.

Áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà ñîáûòèé, àêñèîìàòèêà

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñõîäîâ.Àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðîâà. Àêñèîìà íåïðå-

ðûâíîñòè è åå ñìûñë. Ìåðû àòîìàðíàÿ, àáñîëþòíî íåïðåðûíàÿ è ñèíãóëÿðíàÿ. �àçëîæåíèå ìîíîòîííîé �óíêöèè

è âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìîé. Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðÿìîé è â ìíîãîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ. Ìåðû íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà. Íåçàâèñèìîñòü ïîïàðíàÿ è ãðóïïîâàÿ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòèå ýðãîäè÷íîñòè.

5.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Øèðÿåâ "Âåðîÿòíîñòü".

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ"òîì 2

ß.Ñèíàé "Ââåäåíèå â ýðãîäè÷åñêóþ òåîðèþ
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5.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè â èíòåðïðåòàöèè �àäåìàõåðà. Ïóñòü Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà è
P ìåðà Ëåáåãà. �àññìîòðèì äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà ω ∈ Ω:

ω =

∞
∑

k=1

ak(ω)2
−k

ãäå êîý��èöèåíòû ak(ω) ðàâíû 0 èëè 1 (òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåîäíîçíà÷íî è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåîä-
íîçíà÷íûõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì íóëåé ñðåäè êî-

ý��èöèåíòîâ ak(ω)). Ïðîâåðüòå, ÷òî {ak(ω)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ

P (ak = 1) = P (ak = 0) = 1/2

2. Åñëè íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ P (ξk = 1) = P (ξk = 0) = 1/2, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

α(ω) =
∑

∞

k=1
ξk(ω)2

−k
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].

6 Îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè è �îðìóëû.

�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. ãåîìåòðèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåñ-

ñà è ñïèðàëè â �èëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìîìåíòû, ñåìèèíâàðèàíòû, ïðîèçâîäÿùèå è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

�óíêöèè, õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.

6.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Øèðÿåâ "Âåðîÿòíîñòü".

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ"òîì 1, 2

Kahane "Some random series of funtions

Gut "Probability. A graduate ourse".

6.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Âûïèñàòü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé îñíîâíûõ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé: ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî,áèíîìèàëüíîãî, ïóàññîíîâñêîãî.

2. Ïóñòü X0, X1 . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçââîäÿùóþ �óíêöèþ îáîçíà÷èì f(t), ïóñòü åùå çà-

äàíà íåçàâèñèìàÿ îò íèõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y òàêæå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè çíà÷åíèÿìè, åå ïðî-

èçâîäÿùóþ �óíêöèþ îáîçíà÷èì g(t). Âûðàçèòü ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ñóììû Z ñëó÷àéíîãî ÷èñëà Y
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi: Z = X0 +X1 + . . . XY

3. Ïóñòü �óíêöèÿ g : R → R íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåóáûâàþùàÿ. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E (g(|X |)) <
∞, òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî a

P (|X | > a) 6
E (g(|X |))

g(a)

4. Âûâåñòè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà, îöåíèâàþùåå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, îáëàäàþùåãî êîíå÷íûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì ñòåïåíè k:

P (|X | > x0) 6
E
(

(|X |k)
)

xk
0

x0 > 0
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7 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Çàäà÷à î ðàçîðåíèè. Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó è äè��óçèÿ. Öåïè Ìàðêîâà. Ñòà-

öèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ.

7.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Øèðÿåâ "Âåðîÿòíîñòü".

Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ"òîì 1, 2

7.2 Çàäà÷è ê òåìå

1. Êëàññè�èöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ öåïè Ìàðêîâà, çàäàííûõ ìàòðèöåé:





0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0





2. Êëàññè�èöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ è íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå öåïè Ìàðêîâà, çàäàííûõ ìàòðèöåé:









0 0 0 1
0 0 0 1
1/2 1/2 0 0
0 0 1 0









8 Âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1.

×òî îçíà÷àþò ðàâåíñòâà è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà è åå

âåðñèè, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë è ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ÖÏÒ â ïðèëîæåíèÿõ. Êëàññè÷åñêèé

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

�íåäåíêî "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé"

Òóòóáàëèí "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ"

8.1 Çàäà÷è ê òåìå

1. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ìóàâðà-Ëàïëàñà îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîî ïðè 200 áðîñàíèÿõ èäåàëüíîé ìîíå-

òû ÷èñëî ïîÿâëåíèé ãåðáà áóäåò ëåæàòü â ïðåäåëàõ [95, 105]. Ñðàâíèòü ñ îöåíêîé íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.

2. Íàéòè òàêîå ÷èñëî k, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå ≃ 0.5 ÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà ïðè 1000

áðîñàíèÿõ èäåàëüíîé ìîíåòû áûëî çàêëþ÷åíî ìåæäó 440 è k.

3. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ([0, 1],B([0, 1]), P ) ãäå P � ìåðà Ëåáåãà è B([0, 1]) � àëãåáðà áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξi
n
(ω) = 1Ui

n
U i

n
=

[

i− 1

n
,
i

n

]

, i = 1, . . . n

Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1
1
, ξ1

2
, ξ2

2
, ξ1

3
, ξ2

3
. . . ñõîäèòñÿ è ïî âåðîÿòíîñòè è â ñðåäíåì.

4. Åñòü ëè ïðåäåë ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó?

5. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ([0, 1],B([0, 1]), P ) ãäå P � ìåðà Ëåáåãà è B([0, 1]) � àëãåáðà áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξn(ω) =

{

en 0 6 ω 6 1/n

0 ω > 1/n

Åñòü ëè ïðåäåë ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó? Ê ÷åìó îíà ñõîäèòñÿ ïî

âåðîÿòíîñòè?
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6. Åñòü ëè ïðåäåë ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷å-

ñêîì?

7. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xin, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 1 è 0, ñ

âåðîÿòíîñòÿìè pn è 1−pn ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü limn→∞ pn = 0. Ïðîâåðèòü ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïî âåðîÿòíîñòè è â ñðåäíåì.

9 Âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 2.

Áåçãðàíè÷íî äåëèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîëóãðóïïû, ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû. Ñëó÷àé êîíå÷íûõ äèñïåðñèé.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìóëèðîâêàõ ×åáûøåâà, Ìàðêîâà. Òåîðåìà �ëèâåíêî. Îáçîð âåðñèé çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë. Âàðèàíòû Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû, �óíêöèÿ Êðàìåðà. Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î

áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ. Ôóíêöèè î÷åíü ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðèíöèï êîíöåíòðàöèè íà ïðèìåðå êóáà, ñ�åðû.

Òèïè÷íûå ïî Ëåâè çíà÷åíèÿ è ïî÷òè ïîñòîÿíñòâî �óíêöèè íà ìíîãîìåðíîé ñ�åðå.

9.1 Ëèòåðàòóðà ê òåìå.

Sornette "Critial phenomena in natural sienes"

Øèðÿåâ "Âåðîÿòíîñòü".

�íåäåíêî "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé"

Â.Çîðè÷ "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ,
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